KAS YRA MATEMATIKA? *

Rimas Norvaisa

Klausima ,kas yra matematika?" formuluojame kaip kvietima rimtai atsizvel-
gti j reiSkinj vadinama matematika. Vietoje zodzio ,reiSkinys" galima b uty vartoti
ir labiau jprastus apib udinimus, pavyzdziui, mokslas ar Ziniy sistema. Bet tai
reik&ty a priori priskirti matematikai gal b ut visai nebudingus briidzus

Kadangi tema be galo plati Siame pasisakyme iSskirsime tik viena jos aspekta.
Tuose mokslo filosofijai skirtuose veikaluose, kuriuos mums teko vartyti matem-
atikai nelieka vietos arba apie ja uzsimenama tik epizodi8kalei ne matem-
atikos ignoravimas, tai matematikos tapatinimas su mokslo kalba ar logika atrodo
gana pl&iai paplites. Kad ir koks patogus ir naudingas mokslui b uty Sis pozi uris,
m usy nuomone tanera pakankamo pagrindo.

Matematikos apib udinimas Neretai apie matematika sprendziama turint tik
minimalias Zinias apie §j reiskinj. IS matematiky psgeikia pripazinti, kad
visuomerms informavimas apie matematikoje vykstars procesus yra taip pat
ignoruojamas. Tai @ra lengvas klausimas, nes jprastinis universitetinis matem-
atikos kursas @ra pakankamas tam, kad susidaryti realy vaizda apie matematika.
Paprastai tokiame kurse neatsiranda vietos net klausimams: kas yiasR&tu-
dentai mokomi diferencijuoti ir integruoti taip, kaip mokykloje ,kalama" dau-
gybos lented. Retas kuris i$ ju gaty paaiskinti diferencijavimo ir integravimo
prasme, o tuo labiau paaiskinti, kas yra tas &kai. Deja, universitete pagrindinis
demesys skiriamas tik ,profesiniams jg udziams" lavinti.

Poziuris | tai, kas yra matematika nuolatos kito. Praeito Sigiorgradzio-
je matematika vis dar buvo ap#étiama iSvardijant jos tyrimo objektus: sk,
forma, juckjimas, kitimas, erd ir panasiai. éliau apibeziant matematika, buvo
atsizvelgiama | jos tyrimo metodo ypatumus. Atrodo, kad paskutiniais deSimt-
meCiais labiausiai pripazintu tapo matematikos, kaip mokslo apie tVarfangl.

*Tekstas praneSimo, skaityto konferencijoje ,Mokslo vaizdiniai dabarties filosofijoje", vyku-
sioje Vilniaus universitete 2008 geg&9 d.



the science of patterns) apibudinimas. Siuo atveju savoka ,tvarka" suprantama
bendriausia prasme, kaip bet kuris protu suvokiamas reguliarumas. Pasaulio su-
vokimas yra galimas tiek, kiek jame galima jzvelgti kazkokia tvarka. Matemati-
nis tvarkos supratimas yra bendras ir ta prasme, kad jos nedomina tiriama struk-
t ura sudarantys objektai. Svarb us yra tik rySiai tarp objekty ir ty rySiy reguliaru-
mas. Kiekviena matematikos sritis naggja kurios nors strukt uros rySius tvarkos
poziuriu: tvarka tarp sk@iy, tvarka tarp formy, jugfimo tvarka, elgesio tvarka

ir t.t. Taip matematika apib udit@ithasDevlinas savo knygoje "The Science of
Patterns"([8]). PanaSus | §j yra matematikos kaip mokslo apie strukt uras apib u-
dinimas.

Mineti ir kiti panaS us matematikos apib udinimai viena nezinoma savoka aisk-
ina kita neaiSkia savoka (pvz. n@toji tvarka ar struktura). Jie neatskleidzia
pagrindinius matematikos bruozus, o tuo labiau jos iSskirtinuma lyginant su ki-
tais mokslais. Pavyzdziui, fizikoje savoka ,teorija" turi visiSkai skirtinga prasme
negu matematikoje. Kaip ir matematikoje, teorija fizikoje yra dedukcinis teig-
iniy iISvedimas i$ prielaidy. Taau fizikoje teorija yra tik hipotez, kuria siekiama
patvirtinti ar paneigti eksperimentu. diau eksperimentas niekaip negali jtakoti
teorijos matematikoje, jei ji paremta jrodymu.

Saltinis ir vystymasis Pradedant rimta kalba apie matematika pirmiadsieer-

ta prisiminti, kas yra jos 3altinis, kas @ matematika vystytis? Sie klausimai
yra pana$ us j tradicinj klausima: matematika atrandama ar iSrandama? Matem-
atikos Saltiniy yra daug: tai ir prakénZzmogaus veikla; tai ir gamtos bei vi-
suomels moksly problemy sprendimas; tai ir Zmogausegjetas kaupti infor-
macija, kurti naujas savokas, apibendrinti jvykius ir panasiai. Matematikos vysty-
mosi istorija rodo, kad Siy ir kity Saltiniy jtaka kinta. PavyzdzluNewtoro laiky
matematika iS eses sprend tik gamtos moksly problemas. Tuo tarpu pastaruo-
sius keleta Simtm@y naujy icejy Saltiniais tampa fi@os matematikos problemos

ir rezultatai. Tam pakanka prisiminti neseff@matproblemos sprendimo istorija

ir konteksta, aRiemano hipotezs vaidmenj visai matematikai.

Neretai tenka iSgirsti nuomone, kad matematika Siais laikaisei$Bisnes
beveik visos jos problemos iSsprestos. Sio fakto patvirtinimui nurodomi darbai
uz kuriuos matematikams suteikiamos premijos. Teigiama, kad tie darbai yra
tik seny problemuy sprendimai. elgi, diskusija b uty sunki, nes remtis ik
tomis ziniomis, kurios prieinamos tik tiems, kas jomis domisi. Nesiveliant j il-
gas kalbas, paprémusiaCia b uty pacituoti kitokia nuomone: ,nepagrjstatik,
kad bet kuris samprotavimas, paprastai vadinamas griezta (rigorous) matemati-



ka, gali iSspresti bent kiek daugiau nei labai maza visy matematikos klausimy
dalj" ([3, p. 2408]). Sia nuomone ginantis autorigaulas J.Coheras galvoje

turi aksiomatinj dedukcinj metoda, grindziama aibiy teorfe@smele-Fraenkeio
aksiomy sistema. Jei jis teisus, tai matematiky laukia didziuliai darbai.

Kalbant apie vidinius matematikos vystymosi Saltinius, papeasias smal-
sumas susipazinus su garsiomis ar maziau Zinomomis problemomis yra matem-
atikos vystymosi motyvas. Dalies matematiky veiklos bruozu yra siekis suprasti
tiriamayjj reiskinj; kocel paprastai formuluojama problema dazZniausiai reikalau-
ja nepaprastai s@dingy priemoniy jai iSspresti ir kas uz viso to slypi. Matyt
supratimo siekimas yra svarbiausiu matematikos vystymosi Saltiniu. Gamtos ar
visuomerms moksly atstovas pasakytu, kad lygiai tas pats motyvas jtakoja ir juy
veikla. Bet matematikos atveju ne visai aiSkus yra jos tyrimo objektas.

Tyrimo objektas Tai, kad gamtos moksly empirinis charakteris yra svetimas
matematikai tarp kita ko paredsottlabasFrege([5]) dar 1884 m. (jo darbo tikslu
buvolmmanueib Kanto pasi ulytos intuicijos vaidmens matematikoje klausimas).
Fregesamprotavimai rodo, kad skaiis yra kazkas, kas susije su savoka, jiséeig
kad skatius yra tam tikros savokos ekstensijeelMu savokos ekstensija pakeit
aksiomy pagalba apibziama aik - matematikos objekty konstravimo priengon
Kaip ir visos abstrakcijos, matematikos objektai nepriklauso nuoésrivaiko,
nesiejami priezastiniais rySiais ir panasiai. Dejasantikslesnio matematikos ob-
jekto apib udinimo, kaip pati matematikos teorija, kurioje tas objektas jgyja pras-
me.

Kokios teorijos sudaro matematika? Kokia yra matematikos organizéain
ma? TradiciSkai matematika dalinama | keturias dalis: aealipometrija, al-
gebra ir taikomoji matematika. Toks skirstymas patogus pedsmatematikos
studijoms, kurj netrukus tenka smulkinti. Pavyzdziui, geometrija siedamasi su
analize sudaro diferencialing geometrija; algebra jungiasi su geometrija; kuriasi
naujos sritys - topologija, grupiy teorija, tikimybiy teorija ir t.t. Sios sritys gimsta
ir vystosi tiriant miretas skaiiaus, erdes, laiko ir jucjimo savokas. Siuo metu
yra suskatiuojama apie 3000 pripazinty matematikos mokslinio tyriméigi([6,
8 pusl.]).

Steletina yra tai, kad nepaisant tokiosg gausos ir margumo, matematikai
yra b'udinga st&ina harmonija. Ja iliustruoja tai, kad atrodyti£jes tolimiau-
sios sritys kartais ir netiétai susijungia. Pasirodo, kad nepriklausomai besivys-
tantios Sakos turi kaZzka bendro, atrandamo visiSkai to nesitikint ir atsitiktinai.



Formalus charakteris Labiausiai matomas matematikos bruoZas yra jos for-
malus charakteris. Kiekvienas teiginys yra teisingas tik tada, kai jis jrodomas.
Deja, neretai jrodymo vaidmuo suabsoliutinamas teigiant, kad matematika yra pa-
pragiausias Zzaidimas pagal nustatytas taisykles. Taip, jrodymas yra svarbus tuo,
kad patvirtina teiginio teisinguma, bet, kas dar svarbiau, jgalina suprast] kod
teiginys yra teisingas. |rodymu realizuojamas dalis siekimo suprasti matematinj
reiskinj. Sia dalj galima vadinti ank&u miretu matematiniigradimu Kita, dar
svarbesa supratimo dalis yra teiginio-hipotezatradimas B uty naivu manyti,

kad matematikai tiesiog perrenka visus galimus reiskiniy variantus. Sioje matem-
atinio tyrimo dalyje gl udi matyt didZiausia mistika, kuria aiSkinant apeliuojama |
intuicija, patirtj ir daugelj kity reiskiniy.

Kaip beaiskintume matematinio atradimo procesa, aiSku viena, kad jis vyksta
matematiko galvoje. Jei taip, tai kednmatematie tiesa gimusi galvoje derinasi su
faktu aptinkamu jutimigje tikroweje? Jei matematika yra formalus zaidimas, tai
kodel formalios iSvados atitinka tikr@s faktus? Kai kurios matematikos tiesos
i$ tikro gali b uti kildinamos i$ gyvenimo patirties.Clau tam, kad tapty matem-
atine tiesa fakto nepakanka. Tam tikra matematikos tiesy dalis yra kildinama i$
aksiomuy ir apibezimy. Likusi, pagrindia matematikos teiginiy dalis, atsiranda i3
jau sukurty matematikos teorijy siekiant geriau suprasti matematine realybe, bet
ne jutimine.

Rezultaty vertinimas Tai, kad matematikos tyrimo objektas yra abstiak
savokos, matematika iSskiria i5 gamtos, Zmogaus ir visuesemoksly tarpo.
Matematika skiriasi ne tik tyrimo objektais; ji iSsiskiria tyrimo metodais, bei
tyrimy rezultaty vertinimo kriterijais. Geriausiai zinomas skirtumas - eksperi-
mento ir dedukcinio samprotavimo vaidmenys. Gamtos moksly indukeigtas

pats, kas matematrindukcija - pagrindinis teiginiy apie begalines aibes jrodymo
metodas. Estetika ir grozis, kaip matematikos rezultaty vertinimo kriterijai, matyt
sunkiai suprantami tiems, kam neteko rinktis tarp galimy mateespnoblemos
sprendimo variant®. Bet tai ir yra grynosios matematikos esrir kasdieny-

be. Ne rezultato ,praktinis naudingumas", bet jo elegantiSkumas ir jrodymo pa-
prastumas lemia jo vieta matematikos Ziniy sistemoje. Tokj matematiky poZi urj
patvirtina matematiky asmer@n patirties istoria analiz. PavyzdZiuiPoincarée

([20], 52 pusl.) raSo, kad matematikai vadovaujasi ,estetiniu jausmu, pazjstamu
visiems tikriems matematikams, ... kadangi naudinga yra ta kombinacija, kuri yra
graziausia."



Du matematikos veidai Mary Tiles [12] ZodZias tariant, matematika turi du
visiSkai skirtingus veidus. Pirmasis reiSkiasi manipuliavimu &l#s ir dazniau-

siai matomas mokantis matematikos bei jos taikymuose. Kitas veidas - beveik
laisvos nuo skd&iy abstrakios strukt uros - atsiskleidZia grynojoje matematikoje.
Sie veidai kazkokiu b'udu giliai tarpusavyje susije: proto pagalba jrodytos teore-
mos neretai tampa fizinio pasaulio iSraiSka. IS pazi uros absoliut us savo tikrumu
teiginiai tampa be galo svarb us kalbant apie nuolat kirdgatimine tikrove. Tai

lyg ir li udija apie racionalumo galia. Tai pripazindami neiSvengiamai susiduriame
su klausimu: kaip tai yra jmanoma?

Paprasiausiai problema sprendziama postuluojant Dievo-matematiko egzis-
tavima. Dievas suk@me tik jutiminj pasaulj bet ir Zmogaus prota, suteikdamas
jam galimybe suprasti K@jo darba. Tokiu b udu paaiSkinant negtika proto
galia pazinti pasaulj mastymo b'udu ir sulyginant skirtingas tikroves. Apie tokj
pozi urj liudija grynosios matematikos atstovy pitagotekatiy misticizmas ir
Platono iejy pasaulis, kuriame jutimiSka tikrevtampa papr@sausiu Sesliu.

Toks problemos sprendimas, deja, padaro matematika priklausoma nuo Dievo
hipotezs ir kai tik paskelbiama, kad Dievas mjrtai su juo mirsta ir geimas
pazinti jo k uryba. Tokiu atveju matematikel ¥ampa tik skdiiy maSina jgijusia
kompiuterio forma ar tik vienu iS MTEP-o0 jrankiu, o protas tampa technologiniu
mastymu.

Kitas dviejy veidy problemos sprendimas yra vieno i$ veidy neigimas. Jo esm
yra ta, kad matematikaenma apie ka nors konké@i (Zr. Dummett [4, 13 pusl.]).
Matematika tiesiog neturi savo tyrimo objekto, o yra tik sistemingastiugl) de-
dukciniy argumenty konstravimas ir tyrimas. Dedukcinis samprotavimas jgalina
parodyti, kaip iS labai paprasty prielaidy gaunami sunkiai suvokiamos ir daznai
steketinos iSvados. Matematikos teoremos yra tiesiog kazkas panaSaus | progra-
mas kompiuteriui, kurias reikalui esant galima naudoti. Tokiu atveju matematika
yra tik forma ar kalba, kuria (kazkéd) naudoja mokslas. Sis problemos sprendi-
mas, |gijes logicizmo ir formalizmo programuy pavidala, susiformavo 19 amziaus
pabaigoje. Téiau netrukus pasirad jog Sios programos i$ principo nerealizuo-
jamos.

Jei matematika yra tik objektyvi ir absoliuti kalbai, tai empiriniy moksly fak-
tai iSreiSkiami tokia kalba iSlieka objektyv us ir laisvi nuo interpretaciju. Logi-
cizmo ir formalizmo programy realizavimas patvirtinty gamtos mokslams patogia
aplinkybe, kad matematika yra kalba be turinio. @bdenuostabu, kad iki Siol
mokslo filosofija (iSskyrus kai kuriuos jos atstovus) aplenkia matematika per at-
stuma. IS tikro, jei gamtos mokslo metodai remiasi ne objektyviu racionalumu,
tai galb ut jie remiasi kokia nors kita galia. Nepasiteisinus keliems dvieju veiduy

5



problemos sprendimams, nereiskia kitokio sprendimo negalimuma. Antra vertus,
problemos sprendimas gimsta priklausydamas nuo problemos formulavimo. Si-
uo atveju problemos sprendimas priklauso nuo to, kaip suvokiamas daugialypis
matematikos veidas.

Matematikos taikomumas Nezinant miety aplinkybiy, ar jas ignoruojant, ma-
Zai suprantama b uty ir matematikos filosofijos problema: kaip paaiskinti matem-
atikos efektyvuma kituose moksluose? Jei matematikos objektai yra abstrakcijos,
0 gamtos moksly tyrimo objektai yra real us reiSkiniai, tai kaip galime paaiskin-
ti matematikos naudinguma tiriant fizinj pasaulj? Kokiu b'udu tai, kas atsiranda
matematiko galvoje pasirodo tinka tam, kas yra toli nuo bet kokios jo patirties?
S| matematikos paradoksaluma aiSkiai formul&mneis savo garsiajame es
.NepaaiSkinamas matematikos efektyvumas gamtos moksluose" ([13]).
Matematikos taikomumo gamtos moksluose probl&teners ([11]) aiski-
na jau pripazindamas ir atsizvelgdamas | tai, kad Siandienos matematikai naudoja
grozio ir patogumo (beauty and convenience) kriterijus. Sia aplinkybe jis vad-
ina antropocentrizmu ir teigia, kad ji yra Siuolaiks fundamentaliosios fizikos
atradimy b utina salyga. Tokiu b udu, matematiles anokslies teorijos apie
gamta tampa ,patogios vartojimui” (,user friendly"). ¢iau toks matematikos
vaidmuo empiriniuose moksluose pakertafitna ty moksly objektyvumu ir ta
gali b uti nepriimtinas mokslo filosofijai, kas buvo retia pradZioje.

Matematikos filosofija  Siuolaikinis matematikos taikomumo gamtos mokslu-
ose paradokso aisSkinimas remiasi prielaida, jog matematikos objektai egzistuoja
nepriklausomai nuo Zmogaus mastymo. Kadangi matematikos objektai aiSkiai
nera fiziniai, jy objektyvaus egzistavimo prielaida reiSkia pripazinima egzistuo-
jant tokios realybs, kuri skiriasi nuo fizias ir psichis. Matematikos filosofijoje
Si pozicija vadinama platonizmu arba realizmu. Remiantis platonizmo prielaida
nera problemuy aiSkinant matematikos efektyvuma gamtos moksluose. Bet sunku-
mai atsiranda tada, kai bandoma atsakyti j klausima, o kokiu b udu Zmogaus protas
sugeba pasiekti ta matematiniy objekty pasaulj. Nuoroda | matematinge intuicija
nelabai padeda, nes ji pati yra ne maziau paslaptingas reiskinys. Nefogeb
racionaliai paaiskinti platonizmo pozicija \@a matematikus jos atsisakyti tais
atvejais, kai reikalaujama ja paaiskifti

Anti-platonizmo pozicija Bra taip vienareikSmiskai iSreiksta ir ja sudaro dau-
gybe skirtingy ir jvairiai grindziamu pozi uriy, pradedant formalizmu ir baigiant
nominalizmu matematikos filosofijos kontekste. Pastaruoju metu padkalibs



deSimtys knygu skirty platonizmo ir anti-platonizmo problemai (pavyzdziui [2]).
Pagrindire Sios diskusijos iSvada viena: kol kasra argumenty, kurie neabejoti-
nai pagristy platonizma, arba neabejotinai jj paneigtuy.

Mokslingje literat uroje galima rasti ir kitokio pob udZzio reakcijy j platonizmo
hipoteze. Pavyzdziul,.akoffo ir Nanen knygoje ,IS kur atsiranda matematika"
apie platonizmo, autoriy vadinamo ,matematikos romantika", pasekmes taip raso-
ma ([9], 341 pusl.): ,Matematikos romantikara ta istorija, kuri turi tik teigia-
mas pasekmes. Jigasdina zmones." ,Matematikos romantika tarnauja matematiky
bendruomenei. Ji padeda palaikyti ir pateisinti elitizma." ,Matematikos romantika
nera nekaltas mitas - bent jau netiesiogiai jis prisideda prie visuesgocialinio
ir ekonominio padalinimo."”

Platonizmo ir anti-platonizmo dilemos aktualumas paskutiniais deSitidise
matematikos filosofijoje rodo, jog filosofija lyg ir perleidzia matematiky kompe-
tencijai viena i$ pagrindiniy savo &y - ontologija. VisiSkai atvirai tai tvirtina ir
bando pagristi pranc uzy filosofasBadiou([1]). Jis tiesiog teigia, kad matem-
atika yra ontologija.

Pabaigai Klausima ,kas yra matematika?" trumpai apz\ate tik vienu as-
pektu mokslo filosofijos svarstymu kontekste Citau Sis klausimas skirtingai in-
terpretuojamas ir tuo labiau skirtingai atsakomas ir kituose kontekstuose. Toki-
ais kontekstais yra metamatematika, isteritgejy analiz, kognityviniai mokslai,
psichologija ir kita. Daugelis matematikos prigimties aspekty aptariama nese-
nai pasirodziusiame rinkinyje [7]. Pozi uriy jvaigoSiuo klausimu primena senas
diskusijas apie tai ,kas yra Zmogus?", ,kas yra protas?”, ar ,kas yra kalba?". Sie ir
kiti panas us klausimai is filosofijos kompetencijosfe; naujy mokslo krypiy
sprendziamy problemy kompetencija. Cituojant@binrinkinio [9] redaktoriy R.
Hersha, galima viltis, kad klausimas ,kas yra matematika?" neilgai trukus taps
kurios nors naujos mokslo srities problema. Tokiu atveju matematika tapty, jei ne
mokslu, tai bent jau mokslo objektu.
Pastabos

(M Angly kalboje zodis ,science” paprastai siejamas su gamtos mokslais. Rusy
kalboje Zodis ,nauka" siejamas ir su literat ura, ir su suvirinimu, ir su mezgimu
ir pan. Tuo tarpu musuy kalboje, kartu su jprastiis ,mokslas” reikSamis,
Lietuviy kalbos Zodynas nurodo taip pat reikSmes: svarbieji religijos teiginiali,
pamokslas ir panasiai.

(22006 metais Routledge leidyklos iSleista enciklopedia “The Philosophy of
Science" (redaguota S. Sarkar ir J. Pfeifer) neturi straipsnio skirto matematikai



ar logikai. Ta&iau turi atskirus straipsnius skirtus jvairiems gamtos ir visuggsen
mokslams, bei tikimybms ir statistikai.

3)Angly kalbos Zodj ,pattern” véiau ,tvarka". Tokio vertimo nemiaau
nei viename angly-lietuviy kalbos zodyne. Mano pasirinkimamal konteksto
Zodziui suteikiama reikSm Tokia Zodzio ,pattern” reikSentaip apibeZziama The
Oxford English Dictionary vol. XI (2nd ed., Clarendon Press, 1989, p. 357 8c fig-
uratively): an arrangement or order of things or activity in abstract senses; order
or form discernible in things, actions, ideas, situations, etc. Panasiai apib udinama
Jpattern” reikSme galima rasti ir kituose angly kalbos zodynuose. Beveik tokia
peCia reikSme, greta kity reikSmiy, turi ir zodis ,tvarka": éstymo, iSsidstymo
b'udas, sistema (Lietuviy kalbos Zodynas: tvaria).

4 Sjam tikslui geriausiai tikty SMac Laneknyga "Mathematics Form and
Function" (Springer, 1986), kuri skirta matematikos prasmei ir turiniui apib udinti.
Sios knygos jvade autorius rao: "[A] philosophy of mathematics is not convinc-
ing unless it is founded on an examination of Mathematics itself. Wittgenstein
(and other philosophers) have failed in this regard."”

®)Kokia prasme matematika yra menas labai taikliai parodboekharas
savo straipsnyje ,A Mathematician’s Lament”, skirtame matematikos mokymo
vidurineje mokykloje problemoms (zr. svetashttp://www.matematika.lt skyrelj
straipsniai).

©)Neretai sakoma (cituojarReuben Herst), kad darbo dienomis matem-
atikas elgiasi taip, lyg matematikos objektai egzistuoty savaime, o matematikos
teiginiai b uty absoltiai teisingi. Visai kitokio pozi urio matematikas laikosi tais
atvejais, kai bando paaiskinti apie savo darba Zzmogui i$ Salies. Tokiais atvejais jis
neretai sako, jog matematikos teiginiai neturi jokios savarankiskos psasmra
tik simboliy logikos rezultatai.

Literat ura

[1] A. Badiou,Being And EventContinuum, 2005.

[2] M. Balaguer,Planonism and Anti-Platonism in Mathemati&xford Uni-
versity Press, 1998.

[3] P.J. Cohen, Skolem and pessimism about proof in mathemBtidsTrans.
R. Soc. A2005) 363, 2407-2418.



[4] M. Dummett, What is mathematics About? Rinkinyjstathematics and
Mind, (ed. A. George), Oxford University Press, 1994.

[5] G. Frege,The Foundations of Arithmetics. A logico-mathematical enquiry
into the concept of numbeEngl. Translation by J.L.Austin. Northwestwern
University Press, 1980.

[6] M. Hale, Essentials of Mathematics. Introduction to Theory, Proof, and the
Professional CultureThe Mathematical Association of America, 2003.

[7] R. Hersh (editor),1l8 unconventional essays on the nature of mathematics
Springer, 2006.

[8] D. Keith, Mathematics: The Science of Patterns. The Search for Order in
Life, Mind, and the Universecientific American Library, 1994.

[9] G. Lakoff and R.E. Nunea)Vhere Mathematics Comes From. How The Em-
bodied Mind Brings Mathematics Into Beirgasic Books, 2000.

[10] H. PoincaréScience et Methodi€&lammarion, Paris, 1908.

[11] M. Steiner,The Applicability of Mathematics as a Philosophical Problem
Harvard University Press, 1998.

[12] M. Tiles, Mathematics and the Image of ReasBoutledge, 1991.

[13] E. Wigner, The unreasonable effectivhess of mathematics in the natural sci-
encesComm. In Pure Appl. Math1960.



